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ΑΝ ΑΧΧΥΡΑΤΕ ΤΡΕΑΤΜΕΝΤ ΟΦ DΙΦΦΥΣΕ ΡΕΦΛΕΧΤΙΟΝ
ΒΟΥΝDΑΡΨ ΧΟΝDΙΤΙΟΝΣ ΦΟΡ Α ΣΤΟΧΗΑΣΤΙΧ
ΠΑΡΤΙΧΛΕ ΦΟΚΚΕΡ−ΠΛΑΝΧΚ ΑΛΓΟΡΙΤΗΜ WΙΤΗ
ΛΑΡΓΕ ΤΙΜΕ ΣΤΕΠΣ
ΤΗΟΜΑΣ √ΝΣΚΟΓ, ϑΥΝ ΖΗΑΝΓ
Αβστραχτ. Ιν τηισ παπερ, ωε πρεσεντ α στοχηαστιχ παρτιχλε αλγοριτηm
φορ τηε σιmυλατιον οφ οωσ οφ ωαλλ−χοννεδ γασεσ ωιτη δι¤υσε ρεεχτιον
βουνδαρψ χονδιτιονσ. Βασεδ ον τηε τηεορετιχαλ οβσερϖατιον τηατ τηε
χηανγε ιν λοχατιον οφ τηε παρτιχλεσ χονσιστσ οφ α δετερmινιστιχ παρτ ανδ α
Wιενερ προχεσσ ιφ τηε τιmε σχαλε ισ mυχη λαργερ τηαν τηε ρελαξατιον τιmε,
α νεω εστιmατε φορ τηε ρστ ηιττινγ τιmε ατ τηε βουνδαρψ ισ οβταινεδ.
Τηισ εστιmατε φαχιλιτατεσ τηε χονστρυχτιον οφ αν αλγοριτηm ωιτη λαργε
τιmε στεπσ φορ ωαλλ−χοννεδ οωσ. Νυmεριχαλ σιmυλατιονσ ϖεριφψ τηατ
τηε προποσεδ αλγοριτηm ρεπροδυχεσ τηε χορρεχτ βουνδαρψ βεηαϖιουρ.
Κεψωορδσ ανδ πηρασεσ. Ραριεδ γασ οωσ, Φοκκερ−Πλανχκ εθυατιον,
Λανγεϖιν mοδελ, Μοντε Χαρλο mετηοδσ, βουνδαρψ χονδιτιονσ, στοχηαστιχ
δι¤ερεντιαλ εθυατιονσ, ρστ ηιττινγ τιmε.
1. Ιντροδυχτιον
Ατ πρεσεντ, τηε mοστ ωιδελψ υσεδ παρτιχλε mετηοδ φορ σιmυλατινγ γασ οωσ
ισ τηε διρεχτ σιmυλατιον Μοντε Χαρλο (DΣΜΧ) mετηοδ [2] προποσεδ βψ Βιρδ
ιν τηε 1960σ. Τηε φυνδαmενταλ ιδεα βεηινδ τηε DΣΜΧ mετηοδ ισ το τραχκ
α λαργε νυmβερ οφ ρεπρεσεντατιϖε mολεχυλεσ, ωιτη τηειρ mοτιονσ ανδ ιντερ−
mολεχυλαρ χολλισιονσ ασσυmεδ υνχουπλεδ. Μολεχυλαρ mοτιονσ αρε mοδελεδ
δετερmινιστιχαλλψ αχχορδινγ το τηε Νεωτονιαν εθυατιονσ οφ mοτιον, ωηιλε
mολεχυλαρ χολλισιονσ αρε mοδελεδ στατιστιχαλλψ βψ σελεχτινγ χολλισιον παιρσ ιν
χελλσ. Το χορρεχτλψ ρεπροδυχε τηε τρανσπορτ προπερτιεσ οφ γασεσ, τηε σιζεσ
οφ τηε χελλσ ωιτηιν ωηιχη mολεχυλαρ χολλισιον παρτνερσ αρε σελεχτεδ mυστ νοτ
εξχεεδ τηε mεαν φρεε πατη οφ mολεχυλεσ, ανδ τηε τιmε στεπσ σηουλδ βε λεσσ
τηαν τηε mεαν χολλισιον τιmε [1],[4]. Τηερεφορε, τηε DΣΜΧ mετηοδ βεχοmεσ
ϖερψ εξπενσιϖε φορ σιmυλατιον οφ σmαλλ Κνυδσεν νυmβερ οωσ.
Ιν χοντραστ, τηε παρτιχλε Φοκκερ−Πλανχκ mοδελ υσεσ α Λανγεϖιν εθυατιον
το δεσχριβε α χοντινυουσ στοχηαστιχ προχεσσ ιν ϖελοχιτψ σπαχε. Τηε ϖελοχιτιεσ
οφ εαχη παρτιχλε αρε σεπαρατελψ υπδατεδ αχχορδινγ το τηε δραγ φορχε ανδ
στοχηαστιχ φορχε, ανδ νο ινδιϖιδυαλ παρτιχλε χολλισιονσ νεεδ το βε χονσιδερεδ.
Τηισ αλλοωσ τηε σιζεσ οφ χελλσ ανδ τιmε στεπσ το βε χηοσεν ινδεπενδεντλψ οφ
τηε mεαν φρεε πατη ανδ mεαν χολλισιον τιmε, ρεσπεχτιϖελψ. Αχχορδινγλψ, φορ
τηε σιmυλατιον οφ σmαλλ Κνυδσεν νυmβερ οωσ, τηε χοmπυτατιοναλ ε′χιενχψ
ισ mυχη ηιγηερ τηαν φορ τηε DΣΜΧ mετηοδ. Α στοχηαστιχ παρτιχλε αλγοριτηm
1
2 ΤΗΟΜΑΣ √ΝΣΚΟΓ, ϑΥΝ ΖΗΑΝΓ
φορ σολϖινγ τηε παρτιχλε Φοκκερ−Πλανχκ mοδελ ωασ προποσεδ βψ ϑεννψ ετ αλ
[11]. Σινχε τηεν, γρεατ προγρεσσ ηασ βεεν mαδε ανδ τηε αππλιχατιονσ ηαϖε
βεεν εξτενδεδ το α ϖαριετψ οφ γασ οωσ [3], [6], [7].
Α γενεραλ ρεϖιεω οφ Λανγεϖιν σιmυλατιον οφ γασ οωσ ωασ πρεσεντεδ ιν
[12], ωηερε τωο χριτιχαλ ισσυεσ οφ συχη σιmυλατιονσ αρε δισχυσσεδ. Τηε ρστ
ισσυε ισ ρελατεδ το τηε τρανσπορτ προπερτιεσ οφ Λανγεϖιν mοδελσ. Υσινγ τηε
Γρεεν−Κυβο φορmυλα, Ζηανγ ετ αλ. [13] οβταινεδ αναλψτιχαλ εξπρεσσιονσ φορ
τηε τρανσπορτ χοε′χιεντσ, ινχλυδινγ τηε δι¤υσιον, ϖισχοσιτψ ανδ τηερmαλ χον−
δυχτιϖιτψ χοε′χιεντσ. Ιτ ωασ σηοων τηατ τηε σιmπλε Λανγεϖιν mοδελ πρεδιχτσ
α φαλσε Πρανδτλ νυmβερ φορ γασ mολεχυλεσ. Τηισ προβλεm χουλδ, ηοωεϖερ, βε
σολϖεδ υσινγ τηε χυβιχ νονλινεαρ Λανγεϖιν mοδελ προποσεδ βψ Γορϕι ετ αλ. [7]
ανδ τηε Λανγεϖιν αχχελερατιον mοδελ προποσεδ βψ Ηεινζ [9], [10].
Τηε σεχονδ ισσυε χονχερνσ βουνδαρψ χονδιτιονσ. Ιν τηε αβσενχε οφ βουνδ−
αρψ ωαλλσ, τηε Λανγεϖιν mοδελ προποσεδ ιν [11] ισ στατιστιχαλλψ εξαχτ φορ
χονσταντ mαχροσχοπιχ ϖελοχιτψ ανδ ενεργψ φορ ανψ σιζε οφ τηε τιmε στεπσ. Ιφ α
βουνδαρψ ωαλλ ισ πρεσεντ, σοmε παρτιχλεσ ωιλλ, ιν εαχη χαλχυλατινγ τιmε στεπ,
ηιτ τηε ωαλλ δυρινγ τηε στοχηαστιχ δι¤υσιον προχεσσ. Το εmπλοψ βουνδαρψ
χονδιτιονσ, ιτ ισ ϖερψ χρυχιαλ το δετερmινε ασ εξαχτλψ ασ ποσσιβλε ωηεν τηε
παρτιχλεσ ηιτ τηε βουνδαρψ. Ιν [11], α σιmπλε λινεαρ ιντερπολατιον mετηοδ
ωασ υσεδ το οβταιν τηε ηιττινγ τιmε. Ηοωεϖερ, τηισ αππροξιmατιον ισ ονλψ
αχχυρατε ιν τηε λιmιτ οφ ϖερψ σmαλλ τιmε στεπσ. Αχχορδινγ το τηε αναλψσισ
οφ τηε Λανγεϖιν εθυατιον χαρριεδ ουτ ιν τηε αρτιχλε ατ ηανδ, τωο διστινχτ
χηαραχτεριστιχσ εξιστ ιν τηε σηορτ τιmε ανδ λονγ τιmε λιmιτσ, ρεσπεχτιϖελψ. Ιν
τηε σηορτ τιmε λιmιτ, τηε mοϖεmεντ οφ τηε παρτιχλεσ ισ φρεε, ανδ ηενχε τηε
mεαν δισπλαχεmεντ ισ λινεαρ ιν τιmε. Ιν τηισ χασε, ιτ ισ ρεασοναβλε το υσε
λινεαρ ιντερπολατιον το δετερmινε τηε ηιττινγ τιmε. Ιν τηε λονγ τιmε λιmιτ, ον
τηε οτηερ ηανδ, τηε mοϖεmεντ οφ τηε παρτιχλεσ ισ α δι¤υσιον προχεσσ ανδ τηε
mεαν δισπλαχεmεντ ισ προπορτιοναλ το τηε σθυαρε ροοτ οφ τιmε. Τηερεφορε,
λινεαρ ιντερπολατιον ισ νο λονγερ αππλιχαβλε φορ λαργε τιmε στεπσ. Ασ σηοων
ιν Σεχτιον 4, τηε σχηεmε οφ [11] ωιτη λινεαρ ιντερπολατιον πρεδιχτσ α ηιγηερ
δενσιτψ χλοσε το τηε ωαλλ. Τηισ ε¤εχτ ισ δυε το λινεαρ ιντερπολατιον οϖερεστι−
mατινγ τηε ηιττινγ τιmε ανδ, χονσεθυεντλψ, υνδερεστιmατινγ τηε ρεmαινινγ
τιmε αφτερ τηε βουνδαρψ ηιτ. Τηισ ιmπλιεσ τηατ τηε σιmυλατεδ παρτιχλεσ δο
νοτ ηαϖε συ′χιεντ τιmε το mοϖε αωαψ φροm τηε βουνδαρψ ανδ, τηυσ, mορε
παρτιχλεσ αρε φουνδ χλοσε το τηε ωαλλ. Ιν τηισ αρτιχλε ωε αδδρεσσ τηε προβλεm
οφ δετερmινινγ τηε ηιττινγ τιmε αχχυρατελψ, ασ τηισ ισ τηε mαιν ρεmαινινγ
οβταχλε φορ χονστρυχτινγ αν ε′χιεντ Λανγεϖιν mοδελ ωιτη λαργε τιmε στεπσ
φορ ωαλλ−χοννεδ οωσ.
Τηε DΣΜΧ mετηοδ ισ ϖερψ ε′χιεντ φορ οωσ ωιτη λαργε Κνυδσεν νυmβερ
(Κν > 0:1), ανδ τηε παρτιχλε Φοκκερ−Πλανχκ mοδελ προποσεδ ιν [7] ανδ [11] ισ
ε′χιεντ φορ οωσ ωιτη mοδερατε Κνυδσεν νυmβερ (0:01 < Κν < 0:1). Ουρ
αιm ισ το δεϖελοπ αν ε′χιεντ παρτιχλε Φοκκερ−Πλανχκ mοδελ φορ οωσ ωιτη
σmαλλ Κνυδσεν νυmβερ (Κν < 0:01) υσινγ λαργε τιmε στεπσ. Ιν τηισ αρτιχλε, ωε
χονσιδερ ονε−διmενσιοναλ, ωαλλ−χοννεδ οωσ ωιτη ζερο mαχροσχοπιχ ϖελοχιτψ
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ανδ νο εξτερναλ φορχεσ ανδ ωε ποστπονε τηε mορε γενεραλ χασε οφ mυλτι−
διmενσιοναλ οωσ ωιτη νονζερο mαχροσχοπιχ ϖελοχιτψ το α φυτυρε αρτιχλε.
Τηισ αρτιχλε ισ αρρανγεδ ασ φολλοωσ. Ιν Σεχτιον 2, ωε πρεσεντ σοmε βασιχ
mατηεmατιχαλ ρεσυλτσ φορ τηε Λανγεϖιν mοδελ ανδ δεριϖε αν εστιmατε φορ τηε
ρστ ηιττινγ τιmε οφ τηε βουνδαρψ ιν τηε λιmιτ οφ λαργε τιmε στεπσ. Ιν Σεχτιον
3, ωε πρεσεντ α νεω στοχηαστιχ παρτιχλε Φοκκερ−Πλανχκ αλγοριτηm υσινγ τηε
ρστ ηιττινγ τιmε εστιmατε φροm Σεχτιον 2. Σιmυλατιον ρεσυλτσ φορ α παρτιχυλαρ
ωαλλ−χοννεδ οω αρε δεmονστρατεδ ιν Σεχτιον 4 ανδ σοmε χονχλυσιονσ αρε
πρεσεντεδ ιν Σεχτιον 5.
2. Ματηεmατιχαλ αναλψσισ οφ τηε στοχηαστιχ mοδελ
Ιν τηισ σεχτιον ωε προϖιδε α mατηεmατιχαλ βασισ φορ τηε αλγοριτηm προποσεδ
ιν τηισ αρτιχλε. Ιν τηε αβσενχε οφ α mαχροσχοπιχ ϖελοχιτψ ανδ εξτερναλ φορχεσ,
τηε σολυτιον το τηε Φοκκερ−Πλανχκ εθυατιον χαν βε τρανσφορmεδ ιντο τηε









φορ τ  0, ωιτη ινιτιαλ χονδιτιονσ Ξ0 = ξ ανδ Μ0 = m, σεε φορ εξαmπλε [11].
Ηερε  ισ τηε ρελαξατιον τιmε, τηατ ισ τηε αϖεραγε τιmε βετωεεν τωο παρτιχλε
χολλισιονσ, ανδ εσ ισ τηε αϖεραγε κινετιχ ενεργψ οφ παρτιχλεσ. Τηε προχεσσ Ξτ
χαν βε ιντερπρετεδ ασ τηε ποσιτιον ανδ τηε προχεσσ Μτ ασ τηε ϖελοχιτψ οφ
α παρτιχλε mοϖινγ αλονγ τηε οω. Υσινγ Ιτ↓ο χαλχυλυσ ον Ξτ ανδ Μτ, ιτ ισ
στραιγητφορωαρδ το ϖεριφψ τηατ, γιϖεν τηε λοχατιον Ξτν ανδ ϖελοχιτψ Μτν ατ
σοmε τιmε τν, τηε ποσιτιον ανδ ϖελοχιτψ εϖολϖεσ αχχορδινγ το























φορ τ > 0, ιν τηε αβσενχε οφ α mαχροσχοπιχ ϖελοχιτψ. Τηε χορρελατιονσ βετωεεν
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ασ ωασ πρεϖιουσλψ στατεδ ιν [11]. Ιν τηισ αρτιχλε, ωε χονσιδερ ωαλλ−χοννεδ
οωσ ανδ ωε ωαντ τηε ποσιτιον προχεσσ το σατισφψ Ξτν+τ 2 [Λ1; Λ2], φορ τ > 0,
ωιτη δι¤υσε ρεεχτιον ατ τηε βουνδαριεσ. Το αχχοmπλιση τηισ, ωε νεεδ το
δετερmινε ιφ ανδ ωηεν Ξτν+τ ηιτσ τηε βουνδαρψ, ανδ ωε δο τηισ, βψ ρστ
ινϖεστιγατινγ Ξτν+τ ιν τηε λιmιτσ οφ ϖερψ σmαλλ ανδ ϖερψ λαργε ϖαλυεσ οφ τ,
ρεσπεχτιϖελψ.
Φορ τ <<  , α Ταψλορ εξπανσιον οφ (2.5) ιν τηε ϖαριαβλε τ= σηοωσ τηατ τηε
λοχατιον Ξτν+τ ισ νορmαλλψ διστριβυτεδ ωιτη mεαν Ξτν +Μτντ ανδ ϖαριανχε
4εστ
3=9 . Ιφ Μ2τν ισ οφ τηε σαmε ορδερ ασ εσ, ωηιχη ιτ σηουλδ βε ιν τηε mεαν




= 2εσ=3, τηεν τηε στοχηαστιχ παρτ ισ νεγλιγιβλε χοmπαρεδ
το τηε δετερmινιστιχ παρτ ανδ Ξτν+τ  Ξτν +Μτντ. Τηισ χορρεσπονδσ το τηε
δεχουπλινγ οφ τηε ϖελοχιτψ ανδ ποσιτιον υπδατεσ φορ σmαλλ τιmε στεπσ ιν τηε
νυmεριχαλ αλγοριτηm προποσεδ ιν [6].
Φορ τ >>  , τηε εξπονεντιαλ τερmσ ιν (2.5) αρε ινσιγνιχαντ. Νοτε φορ
εξαmπλε τηατ αλρεαδψ φορ τ  4 τηε ρελατιϖε χοντριβυτιον οφ τηε εξπονεντιαλ
τερmσ το τηε ϖαριανχε οφ τηε λοχατιον ισ οφ τηε ορδερ 10 2. Ηενχε, φορ λαργε
τ, τηε λοχατιον Ξτν+τ ισ νορmαλλψ διστριβυτεδ ωιτη mεαν Ξτν + Μτν ανδ
ϖαριανχε 2εσ (2τ  3) =3. Ιτ ισ ιντερεστινγ το νοτε ηερε τηατ τηε mεαν χηανγε
ιν λοχατιον Ξτν +Μτν ισ ινδεπενδεντ οφ τ ανδ οχχυρσ ον α τιmε σχαλε οφ σιζε
 , ωηερεασ τηε στοχηαστιχ χηανγε ιν λοχατιον ινχρεασεσ ιν τιmε ατ τηε σαmε
ρατε ασ φορ α Wιενερ προχεσσ. Φορ λαργε τ, ωε χουλδ ηενχε mοδελ Ξτν+τ ασ





φορ σοmε στανδαρδ Wιενερ προχεσσ φW .
2.1. Φιρστ ηιττινγ τιmεσ φορ Wιενερ προχεσσεσ. Ασ ωε αρε ιντερεστεδ ιν
τηε βουνδαρψ βεηαϖιουρ οφΞτν+τ ανδ ωε ηαϖε σεεν αβοϖε τηατ φορ τ >>  , τηε
προχεσσ Ξτν+τ βεηαϖεσ λικε α Wιενερ προχεσσ, ωε σηαλλ δεριϖε α φεω ρεσυλτσ
ρεγαρδινγ ηιττινγ τιmεσ φορ Wιενερ προχεσσεσ. Λετ W ατ δενοτε α Wιενερ
προχεσσ ωιτη ϖαριανχε 2 σταρτινγ ατ λοχατιον α > 0 ατ τιmε ζερο. Τηε ρστ
ηιττινγ τιmε Τ α οφ W ατ ατ ζερο ισ δενεδ ασ Τ
α = ινφ φτ > 0 : W ατ = 0γ ανδ
ηασ τηε ωελλ−κνοων δενσιτψ









Τηε Wιενερ προχεσσ ηασ ινδεπενδεντ ινχρεmεντσ σο τηε ϕοιντ δενσιτψ οφ Τ α
ανδ W αΤ , φορ Τ
α  Τ , ισ σιmπλψ γιϖεν βψ
(2.10) Π (Τ α 2 δτ;W αΤ 2 δβ) = Π (Τ α 2 δτ)Π
 
W 0Τ τ 2 δβ

:
ΠΑΡΤΙΧΛΕ ΦΟΚΚΕΡ−ΠΛΑΝΧΚ ΑΛΓΟΡΙΤΗΜ ΦΟΡ ΡΕΦΛΕΧΤΙΝΓ ΒΟΥΝDΑΡΙΕΣ 5
Χονδιτιονινγ ον τηε λοχατιον οφ τηε Wιενερ προχεσσ ατ τιmε Τ , ωε οβταιν,
υσινγ τηε ωελλ−κνοων δενσιτψ οφ α Wιενερ προχεσσ ωιτη δριφτ ,
Π (Τ α 2 δτϕW αΤ = β)
=
Π (Τ α 2 δτ;W αΤ 2 δβ)
Π
 
W αΤ 2 δβ
 = Π (Τ α 2 δτ)Π  W 0Τ τ 2 δβ
Π
 














22 (Τ   τ)
!
δτ:(2.11)
Τηε προβαβιλιτψ τηατ α Wιενερ προχεσσ σταρτινγ ατ α ατ τιmε ζερο ανδ ενδινγ
υπ ατ β ατ τιmε Τ ηιτσ ζερο δυρινγ τηε τιmε ιντερϖαλ [0; Τ ] ισ οβταινεδ βψ
ιντεγρατινγ τηε χονδιτιοναλ δενσιτψ Π (Τ α 2 δτϕW αΤ = β) οϖερ [0; Τ ], τηατ ισ




















22 (Τ   τ)

π
(Τ   τ) τ3 δτ:(2.12)












22 (Τ   τ)
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ανδ ηενχε, σινχε τηε σιγν οφ β mιγητ βε ειτηερ ποσιτιϖε ορ νεγατιϖε,






; ιφ β  0
1; ιφ β < 0
ωηερε τηε στατεmεντ φορ β < 0 ισ οβϖιουσ. Τηισ τηεορετιχαλ ρεσυλτ ισ αν
ιmπορταντ ινγρεδιεντ ιν τηε αλγοριτηm βελοω ανδ ωε νοτε τηατ ιτ ηασ βεεν
υσεδ βεφορε ιν νυmεριχαλ αλγοριτηmσ φορ ρεεχτεδ ανδ στοππεδ στοχηαστιχ
δι¤ερεντιαλ εθυατιονσ, σεε φορ εξαmπλε [5].
Το οβταιν αν ε′χιεντ αλγοριτηm φορ τηε βουνδαρψ βεηαϖιουρ οφ τηε στο−
χηαστιχ mοδελ, ωε νεεδ α γοοδ εστιmατε οφ τηε ηιττινγ τιmεσ ατ τηε βουνδαρψ.
Ιτ ισ ηαρδ το σαmπλε ηιττινγ τιmεσ διρεχτλψ φροm τηε δενσιτψ (2.11), βυτ, φορτυ−
νατελψ, ωε χαν οβταιν αν αναλψτιχαλ εξπρεσσιον φορ τηε εξπεχτεδ ρστ ηιττινγ
τιmε χονδιτιονεδ ον τηε φαχτ τηατ τηε βουνδαρψ ισ ηιτ δυρινγ [0; Τ ]. Φροm
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(2.11) ανδ (2.14), ωε οβταιν








Π (Τ α 2 δτϕW αΤ = β)
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22 (Τ   τ)

π
(Τ   τ) τ δτ:(2.15)












22 (Τ   τ)

π






ωηερε ερφχ ισ τηε χοmπλεmενταρψ ερρορ φυνχτιον. Ηενχε
(2.17)

















Νοτε ηερε τηατ ωιτη τηε ϖαριαβλεσ υ = α=
π
22Τ ανδ ϖ = ϕβϕ =
π
22Τ , τηε
εξπεχτεδ ρστ ηιττινγ τιmε χαν βε χοmπαχτλψ εξπρεσσεδ ασ
(2.18) Ε [Τ αϕW αΤ = β; Τ α  Τ ] = Τυ
π
ερφχξ (υ+ ϖ) ;
ωηερε ερφχξ ισ τηε σχαλεδ χοmπλεmενταρψ ερρορ φυνχτιον. Σινχε
π
ερφχξ(ξ) <
1=ξ φορ αλλ ξ > 0, τηε εξπεχτεδ ρστ ηιττινγ τιmε ισ αλωαψσ σmαλλερ τηαν
τηε ηιττινγ τιmε οβταινεδ βψ υσινγ λινεαρ ιντερπολατιον βασεδ ον α ανδ β.
Μορεοϖερ,
π
ερφχξ(ξ)! 1=ξ ασ ξ!1, σο ασψmπτοτιχαλλψ τηε εξπεχτεδ ρστ
ηιττινγ τιmε χοινχιδεσ ωιτη τηε ηιττινγ τιmε οβταινεδ βψ λινεαρ ιντερπολατιον.
2.2. Φιρστ ηιττινγ τιmεσ φορ τηε στοχηαστιχ mοδελ. Εθυιππεδ ωιτη τηε
ρεσυλτσ ιν Σεχτιον 2.1, ωε αρε νοω ρεαδψ το αναλψσε τηε προχεσσΞτν+τ χοννεδ
το αν ιντερϖαλ [Λ1; Λ2]. Τηε φολλοωινγ αργυmεντσ χορρεσπονδ το τηε χασε
Λ1 = 0 ανδ Λ2 = 1, βυτ χαν εασιλψ βε γενεραλιζεδ το ανψ Λ1 ανδ Λ2
σατισφψινγ Λ1 < Λ2. Χονσεθυεντλψ, τηε αλγοριτηm ιν Σεχτιον 3 ισ στατεδ ιν
τηε σεττινγ οφ γενεραλ Λ1 ανδ Λ2. Ιν τηε φολλοωινγ ωε λετ [τν; τν+1] δενοτε α
τιmε στεπ ωηοσε λενγτη τν := τν+1   τν ισ οφ τηε ορδερ 10 .
Wε ρστ ινϖεστιγατε ιφ Ξτν+τ < 0 φορ σοmε τ 2 [0; 4 ], τηατ ισ φορ ϖαλυεσ
οφ τ φορ ωηιχη τηε λαργε τ αππροξιmατιον δοεσ νοτ αππλψ. Λετ ∀ := 10
π
εσ
σο τηατ ∀, αχχορδινγ το (2.5), εξχεεδσ τωο ανδ α ηαλφ στανδαρδ δεϖιατιονσ οφ
Ξτν+4 . Ιφ Ξτν +Μτν < ∀, τηερε ισ α νον−νεγλιγιβλε προβαβιλιτψ τηατ Ξτν+τ
ηασ λεφτ τηε δοmαιν δυρινγ τηε ιντερϖαλ [0; 4 ]. Ιν τηατ χασε, ωε ωιλλ νοτ βε
αβλε το ρεσολϖε τηε βουνδαρψ βεηαϖιουρ ωιτη α σινγλε τιmε στεπ ωηοσε λενγτη
ισ σιγνιχαντλψ λαργερ τηαν  . Ινστεαδ, ωε χαν ρυν α σιmυλατιον ωιτη τηε
σχηεmε οφ [6] ωιτη τιmε στεπσ σιγνιχαντλψ σmαλλερ τηαν  ανδ ινϖεστιγατε
ιφ Ξτν+τ < 0 ατ τηε ενδ οφ ανψ οφ τηεσε σmαλλερ τιmε στεπσ. Ιφ σο, ωε χαν
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υσε λινεαρ ιντερπολατιον το εστιmατε τηε εξιτ τιmε Τε φροm τηε δοmαιν. Τηε
σιmυλατιον φορ τ > Τε ισ δεσχριβεδ ατ τηε ενδ οφ τηισ σεχτιον.





τηε σχηεmε οφ [11]. Ιφ Ξτν+1 < 0, τηεν ωε κνοω ωιτη χερταιντψ τηατ τηε
προχεσσ ηασ χροσσεδ τηε βουνδαρψ. Βυτ αλσο φορ Ξτν+1 > 0, τηερε ισ α νον−
ζερο προβαβιλιτψ τηατ τηε προχεσσ ηασ λεφτ τηε δοmαιν. Βασεδ ον (2.8) ανδ




(2τν   3) εσ

:
Ηενχε, υσινγ τηισ προβαβιλιτψ, ωε χαν δετερmινε ωηετηερ Ξτν+τ ηασ ηιτ τηε
βουνδαρψ δυρινγ τηε τιmε στεπ. Ιφ τηισ ισ τηε χασε, ωε mαψ υσε (2.18) το
χαλχυλατε τηε φολλοωινγ εστιmατε οφ τηε ηιττινγ τιmε













ωηερε ξ = Ξτν + Μτν , ψ = Ξτν+1 , Τ = τν   3=2 ανδ  =
π
4εσ=3.
Νοτε τηατ τηε τερm 3=2 ισ αδδεδ το τηε εστιmατε οφ τηε ρστ ηιττινγ τιmε
το χοmπενσατε τηατ τηε χηανγε οφ λοχατιον οφ Ξτ δυρινγ α τιmε ιντερϖαλ οφ
λενγτη τν ισ mοδελλεδ βψ τηε χηανγε οφ λοχατιον οφ α Wιενερ προχεσσ δυρινγ
α τιmε ιντερϖαλ οφ λενγτη τν   3=2.
Ιφ τηε προχεσσ ηασ λεφτ τηε δοmαιν, ειτηερ φορ σmαλλ τ ορ φορ λαργε τ, ωε νοω
ηαϖε αν εστιmατε οφ τηε ρστ εξιτ τιmε Τε. Ατ τηε εξιτ τιmε, ωε σαmπλε α νεω
ϖελοχιτψΜΤε φροm α τρυνχατεδ Μαξωελλιαν διστριβυτιον, σεε [11]. Wε υσε τηε
σχηεmε οφ [6] ωιτη σmαλλ τιmε στεπσ το σιmυλατε τηε βεηαϖιουρ οφ τηε προχεσσ
δυρινγ τηε ρεmαινδερ [Τε; τν+1] οφ τηε τιmε στεπ. Ιφ Ξτ < 0 ατ τηε ενδ οφ
ανψ οφ τηεσε σmαλλερ τιmε στεπσ, ωε υσε λινεαρ ιντερπολατιον το δετερmινε τηε
ρστ εξιτ τιmε Τ 0ε, σαmπλε α νεω Μαξωελλιαν ϖελοχιτψ ανδ υσε τηε σχηεmε οφ
[6] ωιτη σmαλλ τιmε στεπσ το σιmυλατε τηε βεηαϖιουρ οφ τηε προχεσσ δυρινγ
τηε ρεmαινδερ [Τ 0ε; τν+1] οφ τηε τιmε στεπ. Τηισ προχεδυρε mαψ ηαϖε το βε
ιτερατεδ α νυmβερ οφ τιmεσ.
Το χονχλυδε τηισ σεχτιον, ωε δισχυσσ εξτενσιονσ το οτηερ τψπεσ οφ ρεεχτινγ
βουνδαρψ χονδιτιονσ. Φορ σπεχυλαρ ρεεχτιον, ονε χαν σιmπλψ υσε τηε αλγο−
ριτηm οφ [11] ωιτη λαργε τιmε στεπσ ωιτη τηε φολλοωινγ χορρεχτιον. Ιφ Ξτν+1 ισ
φουνδ ουτσιδε τηε δοmαιν, ιτ ισ ορτηογοναλλψ ρεεχτεδ ιντο τηε δοmαιν ανδ
τηε σιγν οφ τηε ϖελοχιτψ ισ αλτερεδ. Αν εξτενσιον το Μαξωελλ βουνδαρψ χον−
διτιονσ ισ στραιγητφορωαρδ βψ χοmβινινγ σπεχυλαρ ανδ δι¤υσε ρεεχτιον ωιτη
αν προπερ αχχοmmοδατιον χοε′χιεντ.
3. Αλγοριτηm
Ιν τηισ σεχτιον ωε δεσχριβε τηε αλγοριτηm φορ γενερατινγ τηε σολυτιον το
(2.1)−(2.2) χοννεδ το αν ιντερϖαλ [Λ1; Λ2] ωιτη δι¤υσε ρεεχτιον ατ τηε
βουνδαρψ. Λετ τηε λενγτη οφ τηε τιmε στεπ βε τν = 10 ανδ λετ  , εσ,
τν, Ξτν ανδ Μτν βε γιϖεν. Λετ Ν βε αν ιντεγερ ωιτη δεφαυλτ ϖαλυε 200. Wε
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ασσυmε τηατ Λ2   Λ1 >> 10
θ
4
3εσ, σο τηατ τηε προβαβιλιτψ τηατ α παρτιχλε
τραϖελσ φροm ονε βουνδαρψ το τηε οτηερ ιν ονλψ ονε τιmε στεπ ισ ινσιγνιχαντ
(σεε στεπ 5 βελοω). Νοτε τηατ ωε ηαϖε υσεδ Ξτν , Μτν ανδ τν ασ ϖαριαβλεσ
ιν τηε πσευδοχοδε βελοω ανδ τηειρ ϖαλυεσ mαψ χηανγε δυρινγ τηε εξεχυτιον
οφ τηε χοδε.
(1) Ιφ Ξτν +Μτν > Λ1 + 10
π
εσ ανδ Ξτν +Μτν < Λ2   10
π
εσ, γο
το (3). Ελσε λετ τ (κ) = τν + κτν=Ν ανδ γο το (2).
(2) Φορ κ = 1 : Ν , γενερατε Ξτ(κ) ανδ Μτ(κ) βασεδ ον Ξτ(κ 1) ανδ
Μτ(κ 1) υσινγ τηε σχηεmε οφ [6] ωιτη τιmε στεπ τν=Ν . Ιφ Ξτ(κ) < Λ1
φορ σοmε κ 2 φ1; :::; Νγ, λετ









ανδ γο το (8). Ιφ Ξτ(κ) > Λ2 φορ σοmε κ 2 φ1; :::; Νγ, λετ









ανδ γο το (9). Ελσε γο το (11)
(3) Γενερατε Ξτν+1 ανδ Μτν+1 βασεδ ον Ξτν ανδ Μτν υσινγ τηε σχηεmε
οφ [11] ωιτη τιmε στεπ τν.
(4) Ιφ Ξτν+1 < Λ1, γο το (6). Ιφ Ξτν+1 > Λ2, γο το (7). Ελσε γο το (5).







(Ξτν +Μτν   Λ1)
(2τν   3) εσ
!
;








(2τν   3) εσ
!
γο το (7). Ελσε γο το (11).
(6) Λετ













ωιτη ξ = Ξτν +Μτν   Λ1, ψ = Ξτν+1   Λ1, Τ = τν   3=2 ανδ
 =
π
4εσ=3. Γο το (8)
(7) Λετ













ωιτη ξ = Λ2   Ξτν  Μτν , ψ = Λ2   Ξτν+1 , Τ = τν   3=2 ανδ
 =
π
4εσ=3. Γο το (9)
(8) Γενερατε ΜΤε > 0 φροm α Μαξωελλιαν διστριβυτιον ανδ γο το (10).
(9) Γενερατε ΜΤε < 0 φροm α Μαξωελλιαν διστριβυτιον ανδ γο το (10).
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(10) Λετ λ βε τηε σmαλλεστ ιντεγερ βεινγ γρεατερ τηαν ορ εθυαλ το τηε
θυιοτιεντ Ν (τν+1   Τε) =τν, λετ τ (κ) = Τε+ κ (τν+1   Τε) =λ, δενε
Ξτ(0) = Λ1 ανδ Μτ(0) = ΜΤε . Φορ κ = 1 : λ, γενερατε Ξτ(κ) ανδ Μτ(κ)
βασεδ ον Ξτ(κ 1) ανδ Μτ(κ 1) υσινγ τηε σχηεmε οφ [6] ωιτη τιmε στεπ
(τν+1   Τε) =λ. Ιφ Ξτ(κ) < Λ1 φορ σοmε κ 2 φ1; :::; λγ, λετ









λετ Τε = Τ 0ε ανδ γο το (8). Ιφ Ξτ(κ) > Λ2 φορ σοmε κ 2 φ1; :::; λγ, λετ









λετ Τε = Τ 0ε ανδ γο το (9). Ελσε γο το (11).
(11) Σαϖε τηε ϖαλυεσ οφ Ξτν+1 ανδ Μτν+1 ανδ υσε τηεm ασ ινπυτ δυρινγ
τηε νεξτ τιmε στεπ οφ λενγτη 10 (τηατ ισ γο το (1)).
4. Σιmυλατιονσ
Ιν τηισ σεχτιον, ωε σιmυλατε α γασ οφ Αργον mολεχυλεσ χοννεδ το α ονε−
διmενσιοναλ βοξ υσινγ τηε αλγοριτηm πρεσεντεδ ιν Σεχτιον 3. Τηε ινιτιαλ
στατε οφ τηε γασ ισ γιϖεν βψ στανδαρδ χονδιτιονσ, τηατ ισ, τηε τεmπερατυρε
ισ 273Κ ανδ τηε πρεσσυρε ισ 1ατm. Τηε λενγτη οφ τηε βοξ ισ 1000, ωηερε
 ισ τηε mεαν φρεε πατη οφ γασ mολεχυλεσ, ανδ τηισ χορρεσπονδσ το Κνυδσεν
νυmβερ 0:001. Τηε ωαλλ τεmπερατυρε ισ ξεδ ατ 273Κ. Dι¤υσιϖε ρεεχτιονσ
αρε ασσυmεδ ατ τηε βουνδαρψ ωαλλ, mεανινγ τηατ mολεχυλεσ χολλιδινγ ωιτη τηε
ωαλλ ρεβουνδ ωιτη α ηαλφ−ρανγε Μαξωελλιαν διστριβυτιον ατ τηε τεmπερατυρε
οφ τηε χορρεσπονδινγ ωαλλ. Ιν ορδερ το οβταιν τηε διστριβυτιον οφ mαχροσχοπιχ
θυαντιτιεσ, τηε σιmυλατιον δοmαιν ισ διϖιδεδ ιντο 300 χελλσ, ανδ εαχη χελλ ισ
ασσιγνεδ 500 mολεχυλεσ ατ τηε ινιτιαλ στατε. Τηε χαλχυλατινγ τιmε στεπ ισ 10 ,
ωηερε  ισ τηε ρελαξατιον τιmε.
Φιρστλψ, ωε χοmπαρε τηε αϖεραγε ρστ ηιττινγ τιmε πρεδιχτεδ βψ τηε σχηεmε
πρεσεντεδ ιν Σεχτιον 3 το τηε αϖεραγε ρστ ηιττινγ τιmε πρεδιχτεδ βψ τηε
σχηεmε ιν [11] ωιτη λινεαρ ιντερπολατιον. Το οβταιν τηισ χοmπαρισον, ωε
προχεεδ ασ φολλοωσ. Ιν εαχη χαλχυλατινγ τιmε στεπ, ιφ α mολεχυλε χολλιδεσ ωιτη
ονε οφ τηε ωαλλσ ωε ρεχορδ τηε ηιττινγ τιmεσ πρεδιχτεδ βψ ουρ σχηεmε ανδ
τηε διστανχε ψ βετωεεν τηε πρεϖιουσ λοχατιον οφ τηε mολεχυλε ανδ τηε ηιττινγ
ωαλλ. Ιν αδδιτιον, ωε ρεχορδ τηε ϖιρτυαλ ηιττινγ τιmε οβταινεδ βψ λινεαρ
ιντερπολατιον mετηοδ αχχορδινγ το τηε πρεϖιουσ λοχατιον ανδ τηε ϖιρτυαλ νεω
λοχατιον. Αφτερ 103 σιmυλατιον στεπσ, τηε ηιττινγ τιmεσ χορρεσπονδινγ το α
σπεχιχ διστανχε ψ αρε αϖεραγεδ. Φιγυρε 1 δεmονστρατεσ ηοω τηε εξπεχτεδ
ρστ ηιττινγ τιmε δυρινγ τιmε στεπσ οφ λενγτη 10 δεπενδσ ον τηε ινιτιαλ
διστανχε βετωεεν τηε παρτιχλε ανδ τηε βουνδαρψ ανδ Φιγυρε 2 σηοωσ τηε
νυmβερ οφ σαmπλεσ υσεδ φορ δετερmινινγ τηε ρστ ηιττινγ τιmεσ ιν Φιγυρε 1.
Νοτε τηατ τηε νυmβερ οφ mολεχυλεσ χολλιδινγ ωιτη τηε ωαλλ δεχρεασεσ ασ τηε
διστανχε ψ το τηε ωαλλ ινχρεασεσ.
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Φιγυρε 1. Αϖεραγε ρστ ηιττινγ τιmε τ φορ παρτιχλεσ ινιτιαλλψ
φουνδ ατ α διστανχε ψ φροm τηε βουνδαρψ ασ πρεδιχτεδ βψ τηε
σχηεmε ιν [11] ωιτη λινεαρ ιντερπολατιον ανδ βψ τηε σχηεmε
πρεσεντεδ ιν Σεχτιον 3, ρεσπεχτιϖελψ.
Φιγυρε 2. Ηιστογραm οφ τηε νυmβερ οφ σαmπλεσ υσεδ φορ δε−
τερmινινγ τηε ρστ ηιττινγ τιmε φορ δι¤ερεντ ϖαλυεσ οφ τηε
διστανχε ψ το τηε βουνδαρψ
ΠΑΡΤΙΧΛΕ ΦΟΚΚΕΡ−ΠΛΑΝΧΚ ΑΛΓΟΡΙΤΗΜ ΦΟΡ ΡΕΦΛΕΧΤΙΝΓ ΒΟΥΝDΑΡΙΕΣ 11
Φιγυρε 3. Νορmαλιζεδ δενσιτψ οφ mολεχυλεσ ασ πρεδιχτεδ βψ
τηε σχηεmε ιν [11] ωιτη λινεαρ ιντερπολατιον ανδ βψ τηε σχηεmε
πρεσεντεδ ιν Σεχτιον 3, ρεσπεχτιϖελψ.
Φορ σmαλλ ψ, τηε παρτιχλεσ σταρτ χλοσε το τηε βουνδαρψ ανδ τηε σχηεmε ιν
Σεχτιον 3 τηεν υσεσ σmαλλ τιmε στεπσ ωιτη λινεαρ ιντερπολατιον το δετερmινε
τηε ρστ ηιττινγ τιmε. Ηενχε τηε τωο χυρϖεσ ιν Φιγυρε 1 χοινχιδε ιν τηε λιmιτ
οφ σmαλλ ψ. Νοτε τηατ τηε εξπεχτεδ ρστ ηιττινγ τιmε δοεσ νοτ χονϖεργε το
ζερο ασ ψ τενδσ το ζερο. Τηισ, περηαπσ συρπρισινγ, ρεσυλτ ισ δυε το ηαλφ οφ
τηε παρτιχλεσ σταρτινγ ωιτη α ϖελοχιτψ διρεχτεδ αωαψ φροm τηε βουνδαρψ. Τηε
mοτιον οφ τηε παρτιχλεσ φορ ϖερψ σmαλλ τιmε στεπσ ισ αλmοστ δετερmινιστιχ αλονγ
τηε ινιτιαλ ϖελοχιτψ ανδ α στριχτλψ ποσιτιϖε περιοδ οφ τιmε ωιλλ τηερεφορε ελαπσε
βεφορε τηε παρτιχλεσ ωιτη ινιτιαλ ϖελοχιτψ ποιντινγ αωαψ φροm τηε βουνδαρψ
ωιλλ τυρν τοωαρδσ τηε βουνδαρψ ανδ ηιτ ιτ.
Φορ λαργερ ψ, Φιγυρε 1 σηοωσ τηατ τηε ηιττινγ τιmε πρεδιχτεδ βψ τηε σχηεmε
ιν [11] ωιτη λινεαρ ιντερπολατιον εξχεεδσ τηε ηιττινγ τιmε πρεδιχτεδ βψ τηε
σχηεmε βψ τηε λινεαρ ιντερπολατιον mετηοδ ισ λαργερ τηαν τηατ πρεδιχτεδ βψ
τηε σχηεmε ιν Σεχτιον 3. Τηισ ισ δυε το τηε mολεχυλαρ mοϖεmεντ βεινγ α
Wιενερ προχεσσ ρατηερ τηαν α λινεαρ προχεσσ ιν τηε λιmιτ οφ λαργε τιmε στεπσ.
Νοτε τηατ τηε δι¤ερενχε βετωεεν τηε τωο εστιmατεσ οφ τηε ρστ ηιττινγ τιmε
ηασ α mαξιmυm ατ αππροξιmατελψ 8 ανδ τηεν δεχρεασεσ ασ ψ ισ ινχρεασεδ.
Τηε δεχρεασινγ δι¤ερενχε mυστ οχχυρ σινχε ιν τηε λιmιτ οφ ιννιτε ψ βοτη
εστιmατεσ σηουλδ βε 10 . Νοτε αλσο τηατ, ασ σεεν ιν Φιγυρε 2, mολεχυλεσ
ωηιχη αρε ινιτιαλλψ φουνδ φυρτηερ τηαν 20 αωαψ φροm α ωαλλ αρε ϖερψ υνλικελψ
το χολλιδε ωιτη τηε ωαλλ ιν α σινγλε τιmε στεπ. Τηερεφορε, τηεσε παρτιχλεσ αρε
εξχλυδεδ φροm τηε πλοτ ιν Φιγυρε 1.
Φιγυρε 3 σηοωσ τηε διστριβυτιον οφ mολεχυλεσ αλονγ τηε ονε−διmενσιοναλ
βοξ. Τηε ρεσυλτσ αρε οβταινεδ βψ ρστ σιmυλατινγ 103 τιmε στεπσ ανδ τηεν
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αϖεραγινγ οϖερ τηε νεξτ 103 τιmε στεπσ. Χονσεθυεντλψ, τηε νυmβερ οφ σαm−
πλεσ φορ εαχη χελλ ισ αβουτ 5  105 ανδ τηε χορρεσπονδινγ φραχτιοναλ ερρορ ισ
αβουτ 1:4  10 3 αχχορδινγ το στανδαρδ στατιστιχαλ mεχηανιχσ [8]. Σινχε τηε
ωαλλ τεmπερατυρε ανδ τηε ινιτιαλ γασ τεmπερατυρε χοινχιδε, ωε εξπεχτ τηε
mολεχυλεσ το βε υνιφορmλψ διστριβυτεδ ιν τηισ χασε. Ινδεεδ, τηε αλγοριτηm
πρεσεντεδ ιν Σεχτιον 3 πρεδιχτσ α υνιφορm διστριβυτιον, ωιτη τηε ϖαριατιον
βετωεεν δι¤ερεντ λοχατιονσ ιν τηε βοξ βεινγ λεσσ τηαν 0:5%. Ον τηε οτηερ
ηανδ, τηε σχηεmε ιν [11], ωηιχη υσεσ λινεαρ ιντερπολατιον το εστιmατε τηε
ηιττινγ τιmε, χλεαρλψ οϖερεστιmατεσ τηε δενσιτψ νεαρ τηε βουνδαρψ ωαλλσ, ασ
σηοων ιν Φιγυρε 1. Τηισ ε¤εχτ ισ δυε το λινεαρ ιντερπολατιον οϖερεστιmατινγ
τηε ηιττινγ τιmε, ασ ωασ δεσχριβεδ ιν τηε Ιντροδυχτιον.
5. Χονχλυσιονσ
Τηε νυmεριχαλ σχηεmε πρεσεντεδ ιν Σεχτιον 3 ισ σηοων το βε αν ε′χιεντ
στοχηαστιχ παρτιχλε Φοκκερ−Πλανχκ αλγοριτηm ωιτη λαργε τιmε στεπσ φορ ωαλλ−
χοννεδ οωσ. Τηε σχηεmε ατ ηανδ προϖεσ το βε mυχη mορε αχχυρατε χλοσε
το τηε ωαλλ χοmπαρεδ το τηε σχηεmε οφ ϑεννψ ετ αλ. [11] ωιτη ονλψ α σλιγητ
ινχρεασε ιν χοmπυτατιοναλ χοστ. Τηερε αρε σχηεmεσ ωιτη σmαλλ τιmε στεπσ,
συχη ασ τηατ οφ Γορϕι ανδ ϑεννψ [6], ωηιχη οβταιν σιmιλαρ ρεσυλτσ χλοσε το
τηε ωαλλ ασ τηε σχηεmε πρεσεντεδ ιν τηισ αρτιχλε, βυτ τηεσε σχηεmεσ αρε mυχη
λεσσ χοmπυτατιοναλ ε′χιεντ. Το χονχλυδε, τηε σχηεmε ατ ηανδ πρεδιχτσ τηε
χορρεχτ νεαρ ωαλλ βεηαϖιουρ ωιτη α mινιmυm οφ χοmπυτατιοναλ χοστ.
Τηε αυτηορσ αρε χυρρεντλψ ωορκινγ ον αππλψινγ τηε αλγοριτηm πρεσεντεδ
ιν Σεχτιον 3 το α ϖαριετψ οφ γασ οωσ. Νοτε τηατ ωε ηερε ονλψ πρεσεντ α ονε−
διmενσιοναλ αλγοριτηm, βυτ τηε σχηεmε χουλδ ιν τηε φυτυρε βε εξτενδεδ το
τωο−διmενσιοναλ ανδ τηρεε−διmενσιοναλ γασ οωσ ασ ωελλ. Σινχε ουρ σχηεmε
ισ αππλιχαβλε φορ λαργε τιmε στεπσ, ιτ mακεσ τηε σιmυλατιον οφ λαργε−σχαλε γασ
οωσ υσινγ παρτιχλε mετηοδσ ποσσιβλε.
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